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Weconsideracurveonthesurfaceofpositive-constantcurvature･LetKbethecurva-
tureofthesurface.Kisapositiveconstant,sowemayassumethatK=1andthesurface
istheunitsphere.
LetCbeacurvewiththelengthLontheunitsphere・Thesetofthepointswhose
geodesicdistancesfromthecurveCarelessthandorequaltodformsacloseddomainon
theunitsphere・IfSisthesurfaceareaofthecloseddomain,therelation
S≦2施（1一COSの十2Lsj"d
holdsforthecurveC.EqualityoccursifthecurveCiscontinuousdifferentiableandthe
radiusofthecirclethroughanythreepointsonthecurveCisgreaterthandorequals
tod．
この論文では，正の定曲率曲面上にある曲線について考える。曲面の曲率Kは正の定数である
から,K=1として論じても一般性を失わない。即わち半径1の球面上の曲線について考えること
にする。単位球面上において，長さLの曲線Cを考えるoCからの測地的距離がαより大きく
ない点の集合は，球面上で閉領域をつくる。この領域の曲面積sと,L,αとの間に不等式
S≦27r(1-cosの十2Ls伽α
が成立する。上の不等式で等号が成立するのは，曲線Cが連続微分可能（曲線Cの解析的表示で，
その導関数が連続である)で,与えられた‘(号>d>0)に対してC上の任意の3点を通る円の
半径が常に。より小さくないときである。
§1．単位球面上の長さLの曲線をCとする。Cの解析的表示を
〃="(s),"="(s)
で与える。ここに〃(s),"(s)は曲線の長さsを媒介変数とし,0≦s≦Lで連続関数であり，
媒介曲線"＝定数,，=定数,は直交するものとする｡dは｡<d<-;-である任意の実数とす
る。Cは長さ有限な曲線であるから，任意の正の数eに対し区間[O,L]を0<sl<s2<……
へ
<sn=Lに分けてSj≦s≦si+1,(j=1,2,…，〃－1)であるC上の各点は大円孤PiPj+1か
らの測地的距離を6より小さくすることができる（ここにP0,P1,P2,…,Pf@は01S11S2,
ooo,S"に対応するC上の点である)｡よって,eを与えれば上の様な分割により,Po,P1,P2…，
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P郷を頂点とする大円孤の折線2からの測地的距離が≦dである点（球面上の）の集合
M2(d,L')が得られる。ここにZ/は折線2の長さを示し,Z/≦Lである。以下，距離ある
いは線分の長さとはすべて球面上での測地的長さ即わち球面上の2点を結ぶ大円孤の長さ（劣孤の
部分）を意味するものとする。また面積とは球面上の曲面積を示すものとする。
、
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第1図 第2図
長さが／である大円孤から距離が≦dである球面上点の集合Tの面積sは
S≦2"(1-cosd)+2Jsi"d(1．1)
である。何となれば，第2図で
ABCDの面積=2Js伽a
AEBの面積+CFDの面積=2"(1-cosd)
（1．1）で等号の成立するのはノ+2d≦2泥のときで，！+2d>2"のときには集合Tに重なる
部分ができてくるので（1．1）は不等号だけになる。
長さがそれぞれﾉ,，ノ2である2つの大円孤が1つの端点を共有しそのなす角がα(0＜α＜恋）
であれば，この様な折線から距離が≦dである点の集合の面積sは
S<2"(1-cosd)+2!1s"d+2ﾉ2s"d=2"(1-cosd)+2(I1十J2)s"d
となる。
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よって，曲線に長さノの線分をつぎ足せjまその面積は高々 2Js"d増加する。
故にM2(d,Z/)に対して次の不等式が成立する。
M2(4L')の面積≦2"(1-cosd)+2L's伽α
（ここにLF=J1+J2十……十ﾉ鯉）
Cのすべての点は折線2からの距離が≦‘であるから，集合M(d,L)は常に2からの距離が
三d+Eである点の集合M2(d+e,L')にふくまれる。即わちM(d,L)の面積F(djL)
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に対しては
F(d,L)≦M2(d+e,L')の面積
≦2"{1-cos(d+e)}+2L's"d
≦2'r{1-cos(d+6)}+2Ls"d
これはすべての‘(＞0）に対して成立するから
F(",L)≦(1-cosd)+2Ls"d
よって次の定理が得られる。
定理1．単位球面上の長さLである曲線において，この曲線からの距離が≦dである球面上
の点の集合の面積をF(d,L)とすれば，つねに
F(d,L)≦2"(1-cosd)+2Ls"d （1．2）
が成立する。
定理1より，この曲線の一部（0≦s≦SO≦L)から距離≦dである点の集合M(d,so)に
対しその面積をF(d,so)とすれば
F(d,so)≦2'r(1-cOsd)+2sos"d （1．3）
§2．（1．2）で等号の成立する曲線についての性質1．
定理2．ある‘(舌>‘＞0)に対し
F(d,L)=2"(1-cosd)+2Ls"d （2．1）
が成立している曲線cについては，このdに対してs<Lであるすべてのsについて
F(d,s)=2"(1-cosd)+2ss"d
が成立する。ただし,Cの両端をP,Qとするとき，
へ
PQの長さ+2d≦2花が成立しているものとする。
（証明）（1．3）により
F(d,s)≦2"(1-cosd)+2ss"d
もし，あるs(s<L)に対して
F(d,s)<2'r(1-cosd)+2ssj"d
であるとすれば，区間[s,L]に対応する曲線について距離が≦dである点の集合M'(d,s)
をつくると
M'(d,s)の面積≦2"(1-cosd)+2(L-s)s"d
集合M(d,s)uM'(",s)は,C上のsに対応する点を中心とし半径dである円（球面上の）
を完全にふくんでしまう。
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よって
(M(d,s)uM'(d,s))の面積
≦F(d,s)+{2'r(1-cosd)+2(L-s)s"d}-2"(1-cosd)
<2"(1-cosd)+2ss"d+2(L-s)s"d=2"(1-cosd)+2Ls伽‘(2．2)
然るにM(d,s)uM'(d,s)=M(d,L)であるから
(M(d,s)uM'(d,s))の面積
=F(d,L)
=2"(1-cosd)+2Ls"d……(2.1)による
これは（2．2）と矛盾する。故にs<Lに対して
F(d,s)=2"(1-cosd)+2ss"d
定理2．から，すべてのs<Lに対して
M'(d,s)の面積=2'r(1-cosd)+2(L-s)s"d
§3．(1．2）で等号の成立する曲線の性質2．
定理3．曲線cに対して
F(d,L)=2"(1－cosd)+2Ls"d
が成立する様な1つのd(d>0)が存在するならば，曲線cは滑らかである。
（証明)C上の3点をP1,P2,P3,それに対応する媒介変数の値をSl,S2,S3(S'<S2
<s3)とする。P1,P2,P3,を中心として半径dの円K1,K2,K3をつくる。いま微分可
能性を論ずるのであるから
測地的距離frﾔ3<2d
としてもさし支えない。
従って K,nK3≠O
(K1nK3)cK1cM(",s2)
(K1nK3)cK3cM'(d,S2)
定理2から
また
故に
よって
M(d,s2)の面積=2"(1-cosd)+2s2s"d
M'(d,s2)の面積=2"(1-cosd)+2(L-s2)sj"d
(M(d,s2)nM'(d,s2))．K2
M(d,s2)uM'(d,s2))=M(cJ,L)
K2の面積=2"(1-cosd)
M(d,s2)の面積十M'(d,s2)の面積-2'r(1-cosd)
=2'r(1-cosd)+2s2si"d+2'r(1-cosd)+2(L-s2)s"d
－2応(1－cosd)=2jr(1-cosd)+2Ls"d=F(d,L)
(M(d,s2)nM'(d,s2))=K2
(K1nK3)cK2
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球面三角形P1P2P3において
へ へへ
P1P2=231P2P3="1'P1P3=｡2
頂点Pjにおける角＝？‘（j＝1，2，3)，円K1,K2の交点の1つをAとして
<AP1P3=αとする。
へ 〆 へ一軍へ元
P1P3の中点をMとすればAM_LP1P3 よって<AMP=一面
直角三角形AMPにおいて
｡<",｡-篤く』
球面三角形AP1P2において
へへ へ
cosAP2=cosAP1cos23十c“(9,1＋α)s伽AP1sj"α3
=cosdcos"3+cos(?1+cz)s伽as伽α3
／酉､兀
0=AP2≦d<一画然るに
へ。
よって cosAP2≧cosd
cosd=cosdcos"3+si"dsi"a3cos(?1十α）
故に (1-cos"3)cosd≦s""3cos(?1十α)s"d
2〃等""三2卿与cosfcos(w､z)"d
α3<2dであるから0<号く‘<丁．．.”一等>0,‘"号>0
冗
篶≦",(州｡）よって
睾壽≦,＊‘州.｡)>，
花
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同様にしてs伽？3＜メα"d
P1,P2をともにP3に十分近くとればα2→0
’α"号→0よって
故にsi"?1→0,s"?3→O
即わち？'一ｼ0，’3－ｼ0
故にs>0に対してP3で左方微分係数(sが増加するとき）が存在する。同様に点P1と点
P3を入れかえて考えれば右方微分係数の存在が導かれる。
0<s<Lであるsに対応する点においてその両側から定まる接線（左方接線と右方接線）が
一致することは次の様にして導かれる。P2を固定しておいてP3→P2,P1→P2とすれば，十分
へ へ
小さなP2P3に対してP2P3とP2における右方接線とのなす角は十分小さくなる。同様に十
へ へ
分小さなP1P2に対して,P1P2とP2における左方接線とのなす角は十分小さくなる。球面三
角形P1P2P3において
三角形P1P2P3の面積S=?1+?2+93－恋
へ
十分小さなP1P3に対しS→0
故に甲’十甲2十？3一元→0
また？'→0，’3→0
よって 92－矛冗
故にP2における左方接線と右方接線とは一致する。即わちCは微分可能である。
P1,P3を固定しておけばP3およびP1における接線（球面上で曲線Cに接する測地線）と
命｡とのなす角は高々s"典(窯)である｡従謬て余｡一’に対してP鰯における左方。
接線と右方の接線は一致する。即わちcの接線は連続である。
§4．（1．2）で等号の成立する曲線の性質3．
定理4．ある@i(-=>d>0)に対して
F(d,L)=2"(1－cosd)+2Lsi"d
が成立するような曲線C力:存在するならば,C上の任意の3点を通る円の半径は≧dである。
（証明)C上の3点P1,P2,P3を通る円の半径をR(Rは測地的距離）とする。
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(4．1）""R=
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定理3．の証明において
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cos2=c"2=
よって（4．2）は
，伽2号
cos2¥cos2害≧"2'1’〃‘
卿子 =""2d●●●
・岬,,,cos2=cos2害一
この関係と（4．1）から
地"2R之＃α"2"
泥
0<R≦丁， 0<d<-百であるから
一
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メα〃R≧〃〃．
．｡．R≧d
§5．定理4．の逆
定理5．〃="(s),"="(s)で与えられる球面上の曲線Cが次の3つの条件(i),(ii),(iii)
を満足するものとする。
(i)"(s),"(s)は連続微分可能で，長さはLである。
(ii)C上の任意の3点を通る円の半径（測地的長さ）の最小値がdlである。
へ．
(iii)Cの2つの端点をQ("(0),"(0)),P("(L),"(L)),QP="2>Oとする。
ただし等十伽(‘I,等)≦葱である。
このとき0<に脈"(‘,,等)であるすべての‘に対して
F(",L)=2"(1-cosd)+2Lsi"d
が成立する。ここにF(d,L)は，曲線Cからの距離が≦dである点の集合M(d,L)の面積
を表わすものとする。
（証明）曲線cの媒介表示〃="(s),"="(s)で，媒介変数sは曲線の長さを示し，媒介曲
線は直交するものとする。
まず‘<伽(‘,,等)と仮定する。
－〃≦メ≦α,0≦s≦L
に対するすべての点
("(s)－〃(s),"(s)－〃(s))
の集合M1を考える。媒介変数sを固定すると，上の集合は,C上の点P(s)でCに直交す
る測地線上でP(s)を中点とする長さ2dの大円孤である。これを直交大円孤と呼ぶことにする。
(ii)により，任意の2つの直交大円孤は共有点をもたない。もし共有点をもつとすればCと1点で
接しCの他の点をふくみ半径が≦dである円が存在することになる。即わちCの3点をふくみ，
半径が〃'より小さい円が存在することになって，仮定に反する。
P(s'),P(s2);(s'<s2)をC上の2点,A',A'';B',B''を直交大円孤のそれぞれの両端
点とする。ここにA',B'はメ=dに,A'',B"は#=-dに対応するものとする。S2-S1が十分
へ
小であればA'A〃とP(s2)との距離は(s2-s')(1十"）である。ここに〃はノ加叩＝0で
S2-S1－÷0
ある。A'A''B''B'の面積は2(s2-sl)(s"d)(1十〃'）である。ここに〃'は〃”〃'である。
S2-S1－÷o
このときS1≦s≦S2であるようなすべてのsに対応する直交大円孤でかこまれた集合の面積
は2(sMd)(S2-s')(1+り''）であり，〃〃はJ伽〃''==0である。
S2-S1->0
四辺形A'A''B''B'の内部の各点はS1≦s≦S2に対応する直交大円孤の1つかつ唯1つの上
にのっている。〃''はすべてのS11S2についてS2-S1→0に対し一様に十分小になる。よって
M1の面積=2Ls"d
cの始点Pおよび終点Qを中心として半径dの半円をPまたはQでの直交大円孤につけた集
合M2およびM3を考える。このとき直交大円孤の外部に,M1と共有点をもたない様に半円
をえらぶものとする。P,Qに対してこの様な半円をえらぶことができることは,(ii)および2
つの直交大円孤が点を共有し得ないことから導かれる。
(iii)により集合M2とM3は共有点をもたない。従って(M2uM3)の面積は2"(1-cosd)
である。M1と(M2uM3)とはただ大円弧のみを共有するのであるから
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(M1uM2uM3)の面積
=2"(1-cosd)+2Ls"d
である。然るにM(d,L)は集合M1,M2,M3をすべてふくむから､
F(",L)≧2"(1-cosd)+2Lsi"d
定理1により
F(",L)≦2"(1-cosd)+2Ls伽α
この両式から
F(",L)=2'r(1-cosd)+2Ls伽α
即わち‘<M"(‘1，号)であるすべての‘について証明された。
‘=伽(‘1,等)に対して上の等式が成立することは容易に導かれる。
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